Ein kombinatorisches problem von biochemischer herkunft  by Freudenthal, Hans
MATHEMATICS 
BIOCHEMISTRY 
EIN KOMBINATORISCHES PROBLEM VON BIOCHEMISCHER 
HERKUNFT 
BY' 
HANS FREUDENTHAL 
(Communicated at the meeting of February 22, 1958) 
I. In der vorigen Sitzung 1) berichtete Herr J. TH. G. OVERBEEK 
tiber ein Modell der biochemischen Proteinsynthese 2). Die hier interes-
santen Hauptziige sind: Ribonukleinsauren iibernehmen es, die zur 
Verfiigung stehenden und aneinander zu bindenden Aminosauren anzu-
ordnen. Eine Ribonukleinsaure ist als eine Kette aufzufassen, aufgebaut 
aus Bausteinen, die wir a, b, c, d nennen wollen, und die (mit Wieder-
holungen) in bunter Folge linear geordnet sind. Drei nebeneinander 
liegende Bausteine konnen zusammenwirken, urn eine genau auf dies 
Tripel abgestimmte Aminosaure anzuziehen. Damit nun kein Wirrwarr 
entstehe, ist das Folgende erforderlich: Wenn xyz und uvw in dieser 
Reihenfolge nebeneinander liegende Tripel sind, die beide einer Amino-
saure zugeordnet sind, so diirfen yzu und zuv keiner Aminosaure zuge-
ordnet sein. Das fiihrt zu folgendem 
PROBLEM: Unter einem Wort verstehen wir ein geordnetes Tripel, das 
aus Buchstaben a, b, c, d gebildet ist. Eine Menge S von Wortern heisst 
eine Sprache S, wenn 
a us 
xyz ES und uvwES 
folgt 
yzu ¢: S und zuv ¢: S. 
Man gebe aile Sprachen mit der maximalen Anzahl von Wortern an. 
Sei S immer eine Sprache. Es ist klar, dass a us xyz E S folgt, dass die 
zyklischen Permutationen yzx und zxy ¢: S sind. Insbesondere sind aile 
xxx fj:S. Es gibt 43 =64 Worter, von denen die vier vom Typ xxx verboten 
sind; von jeder Dreizahl xyz, yzx, zxy ist eine erlaubt. Also kann S hochstens 
-!(64-4) = 20 Worter besitzen 3). 
Merkwiirdigerweise spielen gerade 20 Aminosauren in der lebenden 
Natur eine Rolle. 
Sei S., die Menge der uxv E S. Dann ist S., n Sv leer fur x #- y, und 
1 ) Verslagen Gewone Vergad. Md. Natuurkunde Kon Ned. Akad. Wetensch., 
Amsterdan 67, 8-13 (1958). 
2 ) VoN CRICK, GRIFFITH und ORGEL, unpubliziert. 
3 ) Herr 0VERBEEK teilte mit, dass er ein S mit 20 Wortern gefunden hatte. 
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S =Sa u Sb us. uSa. Wir schreiben die moglichen S in seine Sz zerlegt 
auf. Jedes Sz ist dargestellt durch ein Schema wie etwa 
ad 
db 
cdc 
dd. 
Mit solchem Schema meinen wir, dass man aus jeder Spalte einen Buch-
staben nehme (jedoch nie drei gleiche Buchstaben) und die drei Buch-
staben wie ihre Spalten anordne; so erhalt man aile Worter von Sz. 
(Im vorliegenden Faile adb, adc, add, cdb, cdc, cdd.) 
(Dass man jedes Sz so aufschreiben kann, muss natiirlich bewiesen 
werden.) 
AuFzAliLuNG aller S mit 20 Wortern: 
(12, 6, 2, 0) ada aca aba a 
bdb bcb bb a 
cdc cc b a 
dd c b a 
(12, 6, 1, 1) ada aca ab aa 
bdb beb bb ba 
cdc cc b a 
dd e b a 
(12, 4, 4, 0) ada aca aba a 
bdb be bb a 
cdc cc eb a 
dd c b a 
(9, 9, 2, 0) ada aca aba a 
bdb beb bb a 
cd ee b a 
dd de b a 
(9, 9, 1, 1) ada aca ab aa 
bdb bcb bb ba 
cd ec b a 
dd de b a 
Links ist jeweils der Haupttyp der Sprache angegeben; er besteht aus 
vier Zahlen, die die Worterzahl der einzelnen Sz von S angeben. Zu 
jedem Haupttyp gehoren aber noch eine Anzahl Untertypen. Man darf 
namlich in jedem Sz die erste und letzte Spalte miteinander vertauschen, 
jedoch so dass die Vertauschungen 
in sb und sa bei (12, 6, 1, 1) und (9, 9, 1, 1), 
ins. und sb bei (12, 4, 4, 0), 
in sd und s. bei (9, 9, 2, 0) und (9, 9, 1, 1), 
nur simultan geschehen diirfen. 
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Halt man daran fest, dass Buchstabenpermutationen und simultane 
U mkehrung aller Worter einer Sprache unwesentliche Bereicherungen 
sind, so zerfallen die Haupttypen 
(12, 6, 2, 0), (12, 6, 1, 1) in vier, 
(12, 4, 4, 0), (9, 9, 2, 0), (9, 9, 1, 1) m zwei Typen. 
Im Ganzen gibt es dann 14 Typen. 
Dass die angegebenen S die Problembedingungen erfiillen, sieht man 
Ieicht. Z.B. erhalt man, wenn man in Sa von (12, 6, 2, 0) den linken 
Buchstaben weglasst und rechts einen Buchstaben zufiigt, nur Worter, 
die mit d anfangen, und inS gar nicht vorkommen. Zufiigen eines Buch-
staben links und Weglassen rechts ergibt Worter, die mit d enden, aber 
keines das mit dd endet, wahrend das einzige Wort inS, das mit d endet, 
gerade mit dd endet. Usw. 
Dass die ausgeschlossenen Spaltenvertauschungen verboten sind, sieht 
man auch Ieicht. Z.B. in (9, 9, 2, 0) ist ada, cdd E S, also acd ¢ S, wahrend 
die Vertauschung in Sc dieses Wort gerade entstehen liesse. 
2.1. Die SpracheS habe immer 20 Worter. Dann gilt: Von den Wortern 
xyz, yzx, zxy gehort genau eines zu S (ausser wenn x=y=z ist). 
2.2. L"' sei die Menge aller u, zu denen es ein v gibt mit uxv E S. 
R"' sei die Menge aller v, zu denen es ein u gibt mit uxv E S. 
2.3. Aus uEL, und vER"' folgt uxvES, ausser wenn u=x=v ist. 
Denn nach Voraussetzung gibt es u', v', so dass v'xv, uxu' ES. Also 
xvu, vux ¢S. Also (nach 2.1) uxv ES, ausser wenn U=X=v ist. 
2.4. Fiir UoFX gilt u E Lx n Rx dann und nur dann, wenn x¢L,. u R,.. 
Denn wenn x ¢ L,. u R,., so ist xuu, uux ¢ S, also uxu E S, also u E L"' n R"'. 
Ist a her x E L,., so existiert xuv E S, was mit uxu E S einen Widerspruch 
ergabe. Analog bei x E Ru-
. 2.5. Ist s'J) nicht leer, so ist X E L'JJ u R'JJ. 
Denn sei etwa uxv E Sx; ware nun x ¢ L"' u R"', so ware u * x, v * x, 
uxx ¢ S, xxu ¢ S, also xux E S, im Widerspruch zu uxv E S. 
2.6. Ist x ¢ L.,, u ¢ L"', UoFX, so ist u ¢ R"' und x E L,. n R,.. (Analog 
mit Vertauschung von L und R.) 
Denn nach Voraussetzung ist xxu, uxx ¢ S, also xux E S, also x E L,. n R,., 
also nach 2.4: u ¢ R"'. · 
2.7. Aus 2.6 folgt nun zusammen mit 2.4: 
Sei x E R.,, x ¢ L"'" Dan gibt es fiir ein u * x nur drei Moglichkeiten: 
l) u ¢ L"' u Rx; X E L .. n RU" 
·2) u E L'JJ, u ¢ R"'; X E L,. u R ... 
3) uEL"'nRx; x¢L,.uR ... 
Analog mit Vertauschung von L und R. 
2.8. Sei X E L'JJ n Rx, YoFX, ZoFX, y E L.,, z E Rx. Dann gilt fiir aile u: 
y ¢R,., z ¢L,.. 
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Denn ware y E Ru, so gabe es ein vuy E S. Nach Voraussetzung 
und 2.3 ist xxz, yxx E S, wahrend aus vuy, xxz E S folgt yxx ¢ S. Analog 
Z f/:Lu. 
Spater zeigt sich, dass x E Lz rJ Rz gar nicht vorkommt. 
2.9. Speziell folgt aus 2.8 fiir u=x: 
Sei x E Lz rJ Rz, y =ft. x. Dann ist y ¢ Lz rJ R.,. 
3. Anwendung der Satze a us 2 ergibt, dass hochstens folgende Schemata 
fiir die sf£ moglich sind: 
ada ada ada ada ad ada 
bdb bdb bdb bd bd bd 
cdc cd d cd de d 
dd dd dd dd ddd dd 
I2, 6, 4, 3 9, 5, 4, 2 61> 4, 3, 2 62, 4, 4, I 5, 3, 4, I 4, 3, 3, I 
ad ad ada ad ad d 
bd db d bd d d 
· cd d d d d d 
dd ddd dd dd dd d 
31> 3, 4, 0 32, 3, 3, I 2v 2, 2, I 22, 2, 3, 0 I, I, 2, 0 0, 0, 0,0 
Bis auf Permutationen der Buchstaben a, b, c, d und Vertauschung von 
L und R sind das aile auf Grund der Satze von 2 iibrigbleibenden Syste-
men sf£. 
Die vier Zahlen (evtl. mit Index) unter den Schemata haben jeweils 
folgende Bedeutung: 
Sei allgemein IMI die Elementezahl von M. Sei of£ die Menge der 
Worter von Sz mit zwei gleichen Buchstaben. Dann bedeutet die 
erste Zahl : !Szl, 
zweite Zahl: jO.,I, 
dritte Zahl : ILz U R.,l, 
vierte Zahl : jL., rJ R.,l. 
Als Namen eines Schemas wahlen wir die erste Zahl. Zur Unterscheidung 
von Schemata S., mit gleichem IS.,I ist dieser Zahl eventuell ein Index 
angehangt. 
Von den angegebenen Schemata werden noch fiinf ausgeschlossen 
werden. 
4. Wir schliessen das Schema 32 a us: 
Habe etwa Rd das Schema 32 mit a, dE Ld und b, dE Ra. Nach 2.8 
ist dann 
Also 
a ¢ Rc u Rb u Ra, b ¢ Lc u Lb u La. 
a ¢ La n Ra, a ¢ Lb n Rb, a ¢ Lc n R0 , 
b ¢ La n Ra, b ¢ Lb n Rb, b ¢ Lc n R 0 • 
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Ferner 
d rt La n Ra, d rt Lb n Rb 
(denn sonst ware nach 2.7 a, b rt LaURa). Also 
ILa n Ral<1, ILb n Rbl<1, 
also (siehe Schemata in 3) 
Ist c rt Lc n Rc, so ist auch 
also 
ILc n Rcl~1, 
IScl<6. 
Ist c E Le n Re, so sind wir im Faile 5 oder 32, also gilt dasselbe. 
Ferner war 
IBal=3. 
Also miissen zwei von den ISel, IBbl, IBal = 6 sein. Wir diirfen annehmen, dass 
1Bbl=6 
ist. Dann ist 
also 
Also nach 2.7 
b rt Lc U Rc 
ILc U Rei <;3. 
Also sind fiir Se die Schemata 5 und 62 ausgeschlossen. Wegen ILc n R,l < 1 
ist auch 61 ausgeschlossen. Wegen IBel < 6 ist also sogar 
Zusammen mit den anderen Abschatzungen ergibt das lSI< 19, also 
einen Widerspruch. 
5. Wir schliessen nun das Schema 5 a us: 
Habe etwa Ra das Schema 5 mit a, b, dE La, c, dE Ra. Nach 2.8 ist dann 
ferner nach 2. 7 
also 
also (siehe Schemata) 
Analog 
was zusammen mit 
a ¢ Re, b rt Re, c rt Le, 
d ¢Len Re, 
ILe n Rei =0, 
ISel<4. 
I Sal < 4, ISbl < 4, 
IBal=5 
einen Widerspruch ergibt. 
258 
6. InS gilt 
Diese Regel fiihrt bei Verwendung der Zahlen unter den Schemata von 3 
zu einer Aufzahlung der (vorlaufig) zulassigen S: 
(12, 6, 2, 0) 
(12, 6, 1, 1) 
(12, 4, 4, 0) 
( 9, 9, 2, 0) 
( 9, 9, 1, 1). 
Eine Sprache S ist hier bezeichnet mit dem Quadrupel der Namen ihrer Sf£. 
7. Sei ISdl = 12. Wir diirfen annehmen: 
a, b, c eLd, a, b, c, d eRd, lScl=6 oder 4. 
Sei I Sci= 6. Wegen c E Ld n Rd ist d ¢= Lc u Rc. Ferner c ¢= Lc n Rc. 
Also lLc U Rei.;;;;; 3. Also hat Sc das Schema 61• Wir diirfen annehmen 
a, bE L0 , a, b, c E R0 • Im Fall (12, 6, 2, 0) diirfen wir weiter annehmen 
ISbl = 2, also etwa a E Lb, a, b E Rb. Damit ist die Sprache vollstandig 
bestimmt. Im Fall (12, 6, 1, 1) diirfen wir a E Lb, bE Rb annehmen. Aus 
aab, bdb E S wtirde abb ¢= S folgen. Also ist baa E S, und damit ist S voll-
standig bestimmt. 
Sei nun IScl = 4 und etwa a, b E L0 , a, c E R0 • Dann ist (nach 2. 7), 
c, d rf=La U Ra, also lLa U Ral<2, also ISl~2, also=O. Also (nach 2.7) 
a E Lb n Rb, und ahnlich wie soeben: b E Rb, c E Lb. 
8. Sei ISdl = 9 mit a, b, c E Ld, a, b, d E Rd. Dann ist (nach 2. 7) d f/=Lb U Rb, 
d ¢=LauRa. Also sind ISbl• lSal < 6. Also !Sci= 9. Wegen d ¢= Lc nRc sind 
a, b E Lc n Rc, und (wegen ada, cdd E s; also acd ¢= S) c E Rc, d E Lc. Die 
Faile (9, 9, 2, 0) und (9, 9, 1, 1) werden dann weiter wie (12, 6, 2, 0) und 
(12, 6, 1, 1) erledigt. 
